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1. Introduccion.

Uno de las mayores dificultades que aparece al intentar hacer un simulador de un sistema dado,
es la representacion de los procesos estocasticos involucrados en la realidad concreta (el sistema)
que se esté intentando simular.

A modo de ejemplo, supongamos un sistema formado por un aerogenerador un banco de
baterias y como carga o demanda del sistema el consumo de una vivienda rural. Para simular en
forma adecuada ese sistema, es necesario modelar de alguna forma la velocidad del viento y la
demanda de energia como los dos procesos estocasticos de mayor importancia, pero también la
disponibilidad del aerogenerador, la bateria y la electronica involucrada.

En algunos casos basta con disponer de un conjunto de realizaciones posibles de los procesos
estocasticos para observar el comportamiento del sistema mediante simulaciones imponiendo
dichos valores como “‘entradas al sistema”. En esos casos la evolucion del sistema no tiene un lazo
de control que intente compensar las consecuencias de las trayectorias previsibles de los procesos
estocasticos y los procesos son modelados “sin estado” sin cometer por ello un error en los
resultados de la simulacion.

En otros casos, el sistema es capaz de reaccionar frente a la prevision (o prondstico) de
variacion de las realizaciones de los procesos estocasticos. En estos casos, no basta con disponer de
un conjunto de realizaciones de los procesos, es necesario tener un MODELO que permita evaluar
las probabilidades de las realizaciones posibles futuras para poder calcular cual sera la evolucion del
sistema. En estos casos, el MODELO debera incluir la definicion del estado de los procesos
estocasticos en base al cudl se pueda condicionar las trayectorias que seguiran a partir de un instante
dado las realizaciones futuras.

Para fijar ideas, en el ejemplo de la instalacion rural, la demanda del sistema puede tomar
acciones que contrarresten las evoluciones de la generacion. Si el modelo que se tenga de la
velocidad de viento permite asignar una probabilidad alta a una dia de poco viento, seguramente la
demanda restringira el uso en lo posible de energia durante el dia para tener buena carga en la
bateria para la noche y a a inversa, si el modelo permite asignar alta probabilidad a un dia de mucho
viento, entonces los usuarios seran mas liberales con el uso de la energia durante el dia a riesgo de
tener que prender velas en la noche. La operacion de los sistemas con capacidad de almacenar
energia es siempre un compromiso entre usar parte de la energia almacenada en el presente o
guardarla para el futuro sustituyendo su uso en el presente por energias de otras fuentes (por e;j.
prender velas en el ejemplo de instalacion rural).

Los sistema, en menor o mayor grado, tienen inercias que hacen que la operacion sea posible en
forma continua. Por ejemplo, es muy poco probable que el promedio de caudal a una central
hidroeléctrica tenga variaciones importantes en una hora para la siguiente. A mayor inercia en el
proceso representado mayor podra ser el paso de tiempo de simulacién que permite observar la
realizacion del proceso como una evolucion suave y continua. A mayor inercia, mayor sera el
impacto del pasado del sistema en su futuro. En la jerga de modelado y control de sistemas se dice
que un sistema es dinamico o tiene dindmica cuando el pasado del sistema es relevante para calcular
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la evolucion del sistema en el futuro. Es decir que ademas de la informacion de las entradas futuras
es necesario conocer informacion del pasado para calcular la evolucion futura. Decimos que
disponemos de un modelo del sistema o de su dindmica cuando podemos tener una ecuacion como
laec. 1
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x=f (x, r,u, t) ec.(1) Modelo del sistema.
Ecuacion de evolucion del estado.

Doénde:
xeR" eselvector de estado del sistema y por definicion captura la informacion necesaria del

pasado para poder calcular la evolucion.
reR? esun vector de entradas no-controlables. Es informacion externa, sobre la que no se tiene

control y que se supone independiente del valor de x

ueR™ es el vector de control. Son las variables sobre las que el Operador puede actuar. Por
ejemplo, la potencia despachada de cada generador.

t Esel "tiempo".

La ec. 1 establece la derivada del estado como una funcion del estado actual, de las entradas no
controlables, de las entradas de control y del tiempo actual. La evolucion del vector de estado es
entonces calculable a partir del conocimiento del estado x, en un tiempo inicial ¢, y de las

entradas r y wu para t=>f, mediante la integracion de la ec. 1 por la integral de la ec. 2.

ec.(2) Simulacién del sistema

x:x0+zt flx(&).r(8)u().EldC

ty

Para fijar rapidamente la idea de lo importante que es una buena representacion de los procesos
estocasticos téngase en mente el caso de la simulacion del sistema de generacion eléctrica del
Uruguay. El Uruguay, tiene cuatro centrales hidroeléctricas ubicadas en dos rios, con una potencia
instalada de aproximadamente 1500 MW. Dependiendo de las lluvias del afio, el cubrimiento de la
demanda eléctrica se realizard con mas o menos energia de origen hidraulico debiéndose cubrir el
resto con generacion en base a combustibles fosiles o con importacion de energia. Los costos de
¢éstas dos ultimas fuentes rondan los 200 USD/MWh. La variabilidad de la generacion hidraulica
anual es importante lo que tiene como consecuencia que el Costo de Abastecimiento de la Demanda
(CAD) tenga también un variabilidad importante. En la fig.1 se muestra la generacion hidraulica
que tendria lugar en una simulacion del afio 2010 suponiendo que se vuelven a repetir las lluvias de
los ultimos 100 afos, ordenando de los afios mas lluviosos a los mas secos de izquierda a derecha
respectivamente.
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Fig. 1: Variabilidad de la generacion hidraulica.

Insistiendo sobre el ejemplo de la generacion hidroeléctrica (por ser la fuente de mayor
volatilidad de los costos de generacion en Uruguay), notemos que la generacion hidroeléctrica del
conjunto de las cuatro represas dependera de los caudales afluentes a sus cuencas y de la capacidad
de embalsar el agua de cada hidroeléctrica. La capacidad de embalsar el agua, debe pensarse como
la capacidad de almacenar un recurso del sistema para su uso futuro. Almacener tiene sentido si se
sabe que ese recurso usado en el futuro evitard costos mayores que usado en el presente. Para tener
la capacidad de “adivinar” cuanto valdra el recurso en el futuro es necesario que los procesos
estocasticos involucrados estén modelados de forma de representar lo mejor posible las “inercias”
ocultas en los sub-sistemas asociados a dichos procesos. No menos importante es representar
adecuadamente las correlaciones entre las diferentes variables estocasticas. A modo de ejemplo,
dada la superficie del Uruguay, existe una correlacion positiva entre los aportes a las represas la
cual debe modelarse para no inducir al error de sobrevalorar la disponibilidad del recurso en una de
las hidroeléctricas dado que cuando esté disponible en una existe por la correlacion positiva una
chance importante de que también esté en las demas. Otro ejemplo, es la velocidad de viento en los
parques eodlicos distribuidos en el territorio nacional. Si por simplicidad se modelaran todos los
parques como instalados en un unico sitio, todas las potencias de los parques variarian
simultaneamente mostrando mayor variabilidad que la real, dado que en la medida en que las
instalaciones se distancian geograficamente la correlacion entre la velocidad de viento disminuye.

El propésito de este capitulo es mostrar una forma de analizar series temporales de datos que
representen la salida de un proceso estocastico e identificar en base a ese analisis un modelo de
Correlaciones en Espacio Gaussiano con Histograma - CEGH que puede ser utilizado en el la
representacion de un sistema dindmico. En particular nuestro principal interés es el uso de estos
modelos en la plataforma SImSEE. El modelo identificado tiene la propiedad fundamental de tener
una estructura que facilita su inclusion en el modelado de la dindmica del sistema (ec. 1)y de
generar series sintéticas que conservan las auto-correlaciones y las correlaciones cruzadas (en un
espacio transformado que se describe més adelante) y los histogramas de amplitud en el espacio
real. La conservacion de los histogramas de amplitud es importante pues el sistema de generacion
de energia eléctrica tiene componente altamente no-lineales y por consiguiente la energia de los
procesos no se conservaria si no se respetan las amplitudes.
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2. Elementos de estadistica.
La intencién de esta seccion es resumir las bases de estadistica necesarias para el desarrollo del
modelo y refrescar al lector las definiciones y notacion utilizadas.
2.1. Funcién de distribucién acumulada de probabilidad.

Dada una variable aleatoria X €R su funcion de distribucion acumulada de probabilidad
F (x):R-R espordefinicion: F ,(x)=P(X<x) ,siendo P(X<x) laprobabilidad de
que la variable aleatoria X tome valores inferiores o iguales al valor dado x

Se puede probar que con esa definicion, F ,(x) es mondtona creciente y vade 0 a 1.

2.2. Funcion de densidad de probabilidad.

Dado un vector de variables aleatorias ye R” , podemos definir la funcién de densidad de
probabilidad p (x):R">R tal que la probabilidad de que el vector x pertenezca a un

volumen Qe R" esta dado por la integral en el volumen: f p.(&) dv . siendo
teq )

dV.=df,.dZ,..dL, elelemento de volumen.

2.3. Algunos resultados para aleatorias univariadas.

A continuacidn se enumeran algunos resultados utiles para variables aleatorias univariadas.

a) Relacién entre las funciones de distribucién y de densidad para
una variable aleatoria univariada.

Por definicion de la funcion de distribucion acumulada y de densidad de probabilidad de las
secciones 2.1 y 2.2 se pueden establecer las relaciones siguientes:

f=x ec.(3) Relacion entre las funciones
F x)=P(x<x)= [ p,(g)d¢ de Distribucion y la Densidad de
E=—w Probabilidad.

o lo que es equivalente:

d
—F
dx X(x)

pX(x):
b) Transformacion de una variable aleatoria.

Dada una variable aleatoria y su funciones caracteristicas F(x) y p.(x) ydadauna
transformaciéon 7 :R->R monodtona consideremos la variable aleatoria y=T(x)

Por definicidn la Distribucion de la nueva variable sera:

F=p(rs)= | pi)as
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Si y=T(x) es mondtona creciente, haciendo el cambio de variable en la integral se puede
escribir:
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F=rirei= T pleae= | py(ripn2ely % =0

El integrando de la (iltima integral es identificable como p_(x) con lo que se puede escribir:

ec.(4) Cambio de variable de una
aleatoria univariada.

si y=T(x) entonces: oT(x)\
pr(¥)= pulx)| =5 =

c) Generador de numeros aleatorios con una funcién de densidad de
probabilidad dada.

Dada una funcién de densidad de probabilidad p,(x) es inmediato disponer de la
distribuciéon acumulada de probabilidad F,(x) y viceversa a partir de la ec. 3.

La funcién de distribuciéon acumulada F ,(x) es mondtona creciente desde el valor 0 (cero)
para x=—o0 hasta el valor I (uno) para x=+o0 y por lo tanto es invertible. Sea F/(y) la
inversa de la funcion de distribucion. Por construccion  f7/(y) estd definida del intervalo

[0,1] en R
Sea u una variable aleatoria con distribucion uniforme en [0,1] . Tipicamente los

diferentes lenguajes de programacion tienen una funcion para generar nimeros pseudo-aleatorios
con distribucién uniforme. Por ejemplo, la funcion random de Pascal.

Por definicion .
pU(u):[l , VuE[O,l)]

0, Vuglo,1)
Consideremos el cambio de variable g= Fy (u) vy utilizando la relacion de la ec. 4,
podemos escribir que:
p:(§)=py
como:  57(y) 0 F;l( ) a F, ( . »sustituyendo 0T (#) enlaec. anterior
du  Ou (pX s ) du

tenemos:
p:(&)=pylu).py(x) ycomo &E=7(y)=F(u) mapeaeclintervalo [0,1] en R para
cualquier valor de & , podemos asegurar que pU(u )=1 y por tanto hemos encontrado un
mecanismo para generar una variable aleatoria & cuya funcién densidad de probabilidad coincide
con una dada: pE(E)ZpX(x)
Este es el mecanismo utilizado en la plataforma SImSEE para generar variables aleatorias con
funciones caracteristicas dadas a partir de un generador de nimeros pseudo aleatorios.

d) Deformador Uniformizante.

En la seccion anterior se mostré6 como generar una variable aleatoria con una distribucion dada a
partir de una variable con distribucidon uniforme mediante el cambio de variable de la uniforme
usando a inversa de la funcion de distribucion acumulada de la distribucion objetivo. Utilizando la
inversa de dicha transformacion es posible pasar de una variable con distribucion dada a una
variable aleatoria con distribucion uniforme.

Es decir, si se tiene una variable aleatoria X con distribucion F ,(x) entonces, la variable
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aleatoria obtenida mediante la transformacion u=F ,(x) tendra distribucion uniforme.
En la jerga del modelado CEGH decimos que la distribucion  F ,(x) es un “deformador

uniformizante” de la variable aleatoria X dada una serie de realizaciones de X si aplicamos
“deformador uniformizante” a cada punto de la serie se obtiene una serie de nimeros entre 0 y 1
con distribucion uniforme.
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2.4.Independencia estadistica.

Se dice que dos conjuntos de variables aleatorias x e y son independientes (o tienen
independencia estadistica) si el conocimiento de los valores que tome uno de los conjuntos no
condiciona los valores que toma el otro.

Si dos variables aleatorias son independientes, entonces la funcidon densidad de probabilidad del
conjunto de ambas variables es el producto de las funciones de densidad de cada una.

P, y(x , y)Z D, (x)py(y) ec.(5) Proceso conjunto de variables
- ' independientes.

Si las variables no son independientes, el conocimiento de los valores x condiciona los
valores que puede tomar y y viceversa. Para cada valorde x serd entonces posible construir la
funcion densidad de probabilidad de suceso condicionado y/x (selee" y dado x ")yla
funcién densidad de probabilidad de conjunto  y, x podra calcularse como se muestra en la ec. 6
con la relacion conocida como teorema de Bayes.

px,y(‘x’y):px(x)py/x(x’ y):py(y)px/y(x’ y) CC.(6) Teorema de Bayes.

2.5. Medidas de probabilidad.

La forma de realizar medidas de probabilidad es mediante la integral de una funcioén
m(x): R">R" ponderada por la funcion densidad de probabilidad como se muestra en la ec. 7.

<m(x)>x: f m(é’) ) px(é)dVC ec.(7) Medida de probabilidad.
EeR"
Para realizar entonces cualquier cuantificacion probabilistica es necesario conocer la funcion de
densidad de probabilidad p (&)

Ejemplos de medidas de probabilidad son el Valor Esperado y la matriz de Covarianzas
definidas por las ec. 8 y ec. 9 respectivamente.

E(x):<x>x: f x.px(é‘)dVZ ec.(8) Valor Esperado
LeR"
> =<<x—E (X))(x—E(X))T> ec.(9) Matriz de Covarianzas.

Dos procesos aleatorios xeR" € yeR" coniguales funciones de densidad de probabilidad
p.(x)=p y( x)=p(x) son equivalentes desde el punto de vista de cualquier medida de
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probabilidad del tipo definido en la ec. 7. Por ejemplo, tendran igual valor esperado e igual matriz
de covarianzas.

Observar que si dos procesos coinciden en valor esperado y en la matriz de covarianzas no
necesariamente tienen la misma funcion de densidad de probabilidad y por tanto podran diferir en
otras medidas de probabilidad.

En resumen, lo importante a los efectos de caracterizar un proceso estocéstico es obtener una
representacion de su funcioén de densidad de probabilidad. Solo asi se esta en condiciones de
reproducir cualquier medida de probabilidad.
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2.6. Transformaciones compactas.

Cualquier transformacién biunivoca de 7 :R"-> R" que transforme conjuntos compactos del
espacio de salida en volumenes compactos del espacio de llegada mantiene las equivalencias entre
los procesos estocasticos. Esto es sencillo de demostrar, pues cualquier integral de medida de
probabilidad (ec. 7) en el espacio de llegada, puede expresarse en el espacio de salida pues para
cada elemento de volumen dV . del espacio de llegada se puede identificar el correspondiente
elemento de volumen dV; del espacio de salida y viceversa.

Dado el proceso transformado, y=T(x) siendo T una transformacion biunivoca es
posible escribir x=7""() . Las integrales de probabilidad del proceso transformado se pueden
expresar como se muestra en la ec.

f m(é‘)'py(é')d[/t: f m(ﬁ)-PY(ﬁ)dVﬁ ec.QO) Correspondencia de.lras
cer T per ’ medidas en una transformacion
biunivoca.

Las integrales de la ec. 10 son integrales multiples relacionadas por el cambio de variable
y=T{(x) .Esto permite establecer que las funciones de densidad de probabilidad estdn
relacionadas por la ec. 11.

=\J.AT . T ec.(11) Transformacion de la
Po()=|r (T ()] p,(7 (x)) densidad de probabilidad.

donde |J AT (x ))‘ es el determinante de la matriz Jacobiana de
la transformacién  y=T(x)

2.7. Procesos estocasticos.

Un proceso estocastico genera una serie (o secuencia) de variables aleatorias definidas de "el
tiempo" en un conjunto dado. La expresion "el tiempo" significa los numeros reales para procesos
de tiempo continuo o el conjunto de los nimeros enteros para procesos discretos. En ambos casos
con un sentido definido que dado un punto ordena el espacio en "pasado" y "futuro" en referencia a
dicho punto. Por comodidad y porque la implementacion de modelado CEGH es para procesos que
seran tratados como discretos (en general son procesos continuos muestreados a intervalos de
tiempo constante) usaremos la variable entera & para representar el tiempo.

Se llama "realizacion del proceso estocastico" a cualquier serie | x k} de las posibles que

puede generar el proceso. El vector x, representa para el instante & los valores que toma el

conjunto de salidas del proceso. Se llama "ensamble de realizaciones" al conjunto de todas las
realizaciones posibles del proceso. Cuando se estd hablando de procesos del mundo real, existe una
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realizacion que se llama "la historica" o también Cronica Historica que es la realizacion que ha
tenido lugar en el pasado para ese proceso. A modo de ejemplo, si se observan los nimeros de una
ruleta en el casino, es posible identificar por ejemplo los ultimos 100 niameros salidos en forma
ordenada como la crénica de las Gltimas 100 jugadas. Cuando se mira hacia el futuro, el proceso
generara una realizacion de un conjunto de realizaciones posibles, pero no es posible adelantar cual.
En el caso de la ruleta, el siguiente nimero sera uno entre 0 y 36 todos con igual probabilidad. En
este ejemplo, el pasado no condiciona las probabilidades de la realizacion del futuro. Es entonces un
ejemplo de proceso estocastico "sin estado". En este ejemplo, de una sola variable aleatoria resulta
intuitivo, que para describir la funcion densidad de probabilidad de los niimeros de la siguiente
jugada (esto es tener la descripcion del ensamble de realizacions posibles para la siguiente jugada)
es posible hacerlo en base a la realizacion historica. Basta simplemente armar un histograma a partir
de ordenar los nimeros y salvo defectos mecanicos del sistema se debera obtener que la
probabilidad de cada nimero es 1/37. El que sea posible describir el ensamble a partir de una
realizacion del proceso, que resulta intuitivo para el ejemplo de la ruleta, no se cumple en todos los
casos. Por ejemplo, si la variable estocastica es el precio del barril de petroleo, como por simple
observacion es un precio en "expansion" no es posible determinar por construccion del histograma
de los valores historicos las caracteristicas del ensamble posible de realizaciones futuras.
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a) Procesos en estado estacionarios.

Se dice que un proceso esta en estado estacionario cuando las propiedades estadisticas en el
ensamble de cualquier subconjunto de su series de salida x,,x,_,,...x,_, son

independientemente del tiempo k& . El ejemplo de los nimeros de la ruleta es un proceso en
estado estacionario y el ejemplo del precio del barril de petréleo es claramente un proceso no
estacionario.

b) Procesos ergddicos.

Decimos que un proceso es ergodico para una cierta funcién medible m(x,,x, ,,..x, )

definida sobre subconjuntos de la serie de salidas del proceso si la integral en el ensamble del
subconjunto  x,, x,_,,... X, puede sustituirse por una integral de medida en el tiempo a partir

de una realizacion dada como se muestra en la ec. 12.

—-n

] 1 /& ec.(12) Estimacion de la medida en
f m(Ck).py(Ck)dVCk: lim (=—— Z m(/&’])) el ensamble a partir de una
g eR Y Ha+o 2H Jj=—H realizacion dada en un proceso
donde: &, esun punto del ensamble del conjunto de variables ergodico.
X, X;_y,...x,_, referidoaltiempo k 'y
p;=x;,x;,..x;_, esunpunto de la realizacion considerada

para la estimacion en el tiempo J

Observar que en la ec. 12, el limite del lado derecho no depende el instante de tiempo £ al
que se refiere la medida del lado izquierdo y por lo tanto, la medida del lado izquierdo debe ser
independiente de k& lo que implica que el proceso esta en estado estacionario para dicha media.

Entonces, para que un proceso sea ergodico es necesario que sea estacionario.

Un ejemplo sencillo de proceso ergodico es el del juego de loteria previamente mencionado.
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2.8. Procesos Gaussianos.

Se dice que un conjunto de variables aleatorias son gaussianas cuando su funcion densidad de
probabilidad puede escribirse de la forma:

1 LB S (x-E(x)) ec.(13) Densidad de probabilidad
p x( x) il 2 gaussiana multivariable.
(27)" 12|
Un proceso es gaussiano si cualquier subconjunto  x,, x,_,,...x,_, de sus salidas tiene

distribucion gaussiana.

Entre las propiedades interesantes de los procesos gaussianos, destaca que su funcion de
densidad de probabilidad queda totalmente definida por el conocimiento del valor esperado y la
matriz de covarianzas. Si estamos hablando de una sola variable aleatoria, el conocimiento del valor
esperado y de la varianza determinan entonces completamente la funcion densidad de probabilidad
si la variable responde a un proceso gaussiano.

Otra propiedad relevante para los propositos de este trabajo es que la combinacion lineal de
variables aleatorias gaussianas independientes es gaussiana. Esto implica ni mas ni menos que si un
sistema lineal es atacado por vector de ruidos blancos (por ruido blanco se entiende una sefal “sin
memoria” o sea que el presente tiene independencia estadistica del pasado) gaussianos
independientes, sus salidas son gaussianas pues la salida serd una combinacién de las entradas y sus
pasados que al suponerse entradas "sin memoria" son todas variables independientes.

Entonces, las dos propiedades de los procesos gaussianos que se utilizaran fuertemente en el
modelado CEGH son:

1. La funcién densidad de probabilidad queda totalmente determinada por el vector de valor
esperado y por la matriz de covarianzas.

2. La combinacion lineal de variables aleatorias gaussianas independientes es una variable
aleatoria gaussiana.

3. Definicion del Modelado CEGH

Como se mencioné en la introduccion el objetivo del modelado CEGH es tener una
representacion de un proceso estocastico que permita su incorporacion en el modelado de un
sistema dindmico.

Para la identificacion del modelo se dispone generalmente de la realizacion historica del
conjunto de variables que forma
la salida del proceso estocastico
a modelar. El desafio del 815
modelado, es lograr crear un =
modelo que “capte” la estructura
de la dindmica del proceso
estocastico de forma de poder
inferir en todo momento “el
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Fig. 2: Salida de un proceso estocdstico con inercia
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cono de las salidas” del proceso. Si el proceso no tuviera dindmica, la salida siguiente no estaria
condicionada por el pasado y podria modelarse simplemente como un sorteo con un determinado
histograma. Por ejemplo, en el caso del La Ruleta, como proceso estocastico, el modelo seria
simplemente un sorteo uniforme entre 0 y 36 sin ninguna dependencia con el pasado.
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En el caso de los procesos que intervienen en la simulacion de sistemas de energia, como
pueden ser las lluvias, la radiacion solar, el viento, la demanda, etc., los valores tienen cierta
continuidad que permite pensar en “el cono del futuro” como ramilletes de realizaciones posibles a
partir de un “presente conocido”. Este comportamiento de “continuidad” que permite dibujar las
salidas como un cono (ver Fig. 2), implica que la salida del proceso tienen dependencia estadistica
con su pasado y por lo tanto es pensable en obtener para el proceso una representacion del tipo de el
de la ec. 1 con la identificacion de un “vector de estado” que almacena la informacion relevante del
pasado.

La idea detras del modelado CEGH, es obtener un modelo del tipo del de la ec. 1; a partir de la
realizacion histérica de las salidas de un proceso estocéstico; de forma de que el modelo obtenido,
si es usado para generar series sintéticas (o sea generar realizaciones), tenga la misma funcion de
densidad de probabilidad para cualquier subconjunto x,,x,_,,...x,_, de laseries de
realizaciones. Observar que el indice & identifica una “posicion temporal” en el ensamble de
realizaciones y los indices k,k—1...k—n identifican una ventana de n+1 posiciones del
ensamble de realizaciones que se desplaza al variar la posicion temporal & del subconjunto.

Lo primero a recordar, es que el modelado se realiza a partir de la Unica realizacion historica
disponible con lo cual las estimaciones NUNCA son en el ensamble de lo posible sino que son
sobre la realizacion historica. Esto lleva que sea necesario intentar “ergodizar” el proceso mediante
transformaciones mas o menos automaticas y que pueden contener informacion adicional propia del
conocimiento del proceso.

Por ejemplo, si se estd modelando la radiacion solar que recibe un panel solar sobre la superficie
de La Tierra, el conocimiento de la geometria estelar y del ciclo anual puede utilizarse para
modificar la serie de radiacion a otra serie que no tenga la estacionalidad diaria y anual previo a
intentar el modelado.

Si se considera el subconjunto en que n=0 (esto es la ventana en el ensamble selecciona solo
un casillero temporal), que el modelo genere series sintéticas con igual funcion densidad de
probabilidad que el proceso original (el de la serie usada para identificar el modelo) significa que el
histograma de amplitud de las series sintéticas coincide con el histograma de amplitudes de la
realizacion historica.

Si se considera una ventana que involucre »n elementos temporales; el modelo logra
reproducir la funcion de densidad de probabilidad conjuntade x,,x,_,,...x,_, y entonces el
modelo seré capaz de captar la dependencia estadistica de las salidas del proceso con su pasado
hasta n pasos de tiempos. En la frase anterior, se priorizé al hablar de la relacion de dependencia
un sentido que es “el pasado influyendo sobre el presente”. Si bien puede no importar a la
formalidad matematica, en la practica la hipdtesis de trabajo es que la “causalidad” existe y que el
futuro no puede afectar al pasado.

Otro concepto del mundo real, es el de “El Olvido” en el sentido de que la dependencia
estadistica tiene que ir perdiendo importancia en la medida en que el tiempo transcurre. Si bien el
primer principio de la termodindmica, nos puede llevar a pensar que al haber un balance permanente
de energia y materia, todo lo que no est4 en un lado est4 en otro y por lo tanto no hay olvido, el
segundo principio de la termodindmica implica un aumento permanente de la entropia que
“borronea” la informacion del pasado.
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Notacion. En lo que sigue usaremos la letra y para referirnos a la serie de medidas (la
realizacion histdrica) o la salida del proceso y reservaremos la letra x para referirnos a la misma
serie en un espacio transformado en que las series son gaussianas. Es asi que diremos que x esla
imagende y en el Espacio Gaussianoy que » eslaimagende x en el Espacio Real (o
espacio de la sefial original).
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En la préctica, dado que la informacion disponible en la unica realizacion historica es finita, no
serd posible identificar un modelo que asegure reproducir la funcion de densidad de probabilidad
para cualquier valor de la ventana n que determina los subconjuntos  x,,x, ,,..x,_, .A

mayor valor de n que se pretenda abarcar, mayor sera la cantidad de pardmetros del modelo con
el mismo sustento estadistico (la informacion de la realizacion historica).

Supongamos que se logra encontrar una transformacion compacta que transforma el proceso
original a un espacio G donde el mismo es ergodico. (nadie esta afirmando que dicha
transformacion exista.) en ese caso, las funciones de densidad de probabilidad de los subconjuntos

VirVi_y» -V, transformados de los

subconjuntos  x,,x,_,,...X,_, son
independientes de la posicion temporal k&

El modelado CEGH, implica buscar una —» SL —p H p
transformacion e

Vi YVi-1 "'yk—n:G(xk' Xg—1s0ee Xj—p» k) que
“ergodice” y “gaussianice” el proceso y lo
transforme en un proceso ergodico y gaussiano
y luego en el espacio transformado buscar un ~ £ig- 3: Modelo CEGH
sistema lineal que al ser atacado por ruido ‘
blanco gaussiano reproduzca las funciones de densidad de probabilidad de los subconjuntos
VirVierr - Yion - Alos efectos de que el modelado en el espacio transformado sea util, la
transformacion G(.,k) debe ser compacta (esto es transformar en univocamente volimenes
compactos del espacio de salida en volumenes compactos del espacio de llegada). A la inversa de
esta transformacion la denotaremos como  F (., k)=G™'(., k)

LNl

Una vez obtenido el modelo CEGH, el mismo puede representarse por el esquema de la Fig. 3,
en el que de izquierda a derecha se tiene: Una fuente de ruidos blancos gaussianos (rbg)
independientes que genera la serie de vectores {r k} que alimenta la entrada del Sistema Lineal

(SL) el que genera a la su salida una serie de vectores [x k} cuyos elementos son gaussianas y que

si el modelo fue exitosamente identificado a partir de la informacién histérica mantienen la “misma
estructura estadistica” que el proceso que intenta modelar. En este contexto, se entiende por “misma
estructura estadistica” a que las integrales de medidas del estilo de las definidas por la ec. 7 se
aproximen a la misma integral calculada sobre la serie (ergodizada y gaussianizada) del proceso
original. Las integrales de medida utilizadas para realizar este chequeo pueden variar de acuerdo al
objetivo del modelado. Generalmente las medidas de interés son aquellas que guarden cierta
relacion con la capacidad del sistema en el que se va a utilizar el modelo para “filtrar” variaciones.
Por ultimo, el modelo transforma la serie {x k] del “espacio gaussiano” a una serie en el “espacio

real” mediante la transformacion H (., k)

No tenemos certeza de que la transformacién que  G(.,k) exista ni un método genérico para
calcularla, pero en la practica se ha desarrollado una aproximacion que es la que se desarrolla en la
seccion 3.2Primer aproximacion al modelado de proceos multi variados. Transformaciones “por
paso” y “por sefial”. que ha mostrado ser util para los casos de modelado de algunos procesos
relacionados con variables de la Naturaleza como se los aportes a las centrales hidroeléctricas, la
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radiacion solar y la velocidad de viento.
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3.1. Proceso aleatorio ergédico univariado.

Dado proceso aleatorio con una salida de dimension 1 (uno) y, . Las variables aleatorias
Y, tendrén una cierta distribucion  F', (¥) . Siel proceso es ergodico, la distribucion no
dependeria del tiempo & y se puede escribir por tanto  F Yk( y)=F,(y)

Supondremos que para estimar la distribucion F,(y) se dispone de la realizacion histérica
{ y k] delas Y,

En la busqueda de una transformacion G(.,k) , observar que utilizando los resultados de las
secciones 2.3.c y 2.3.d es posible a partir de una distribucion conocida de una variable aleatoria,
transformarla en otra variable aleatoria cuya distribucion sea gaussiana. Para ello basta con
“uniformizar” la variable original con el resultado de 2.3.d y luego gaussianizar la variable
uniforme con el resultado de la 2.3.c. Esto nos asegura que la variable aleatoria tiene distribucion
gaussiana, pero no necesariamente asegura que el proceso sea gaussiano.

El primer paso es estimar F,(y) a partir de la realizacién historica [ v k} lo que es posible

por haber supuesto que el proceso es ergodico. Una forma sencilla de realizar esta estimacion es
re-ordenar los elementos de la realizacion histdrica en en forma creciente obteniendo asi una serie
monotona creciente con todos los valores historicos.

Sea F,(y) lafuncién de distribucion de probabilidad acumulada de la distribucion normal
(gaussiana de valor medio nulo y varianza unidad). Entonces, se pueden calcular las
transformaciones G 'y H como: x=G(y k)=F, (F,(y)) Y y=H(x,k)=F; (F,(x))
respectivamente. Como se puede apreciar en este caso al suponer que el proceso es ergddico para la
construccion de  F,(y) se pierde la dependencia del tiempo &

3.2. Primer aproximacion al modelado de proceos multi variados.
Transformaciones “por paso” y “por senal”.

En esta seccion se muestra un enfoque posible para la construccion delas funciones de
transformacion de un conjunto de N  sefales a partir sus realizaciones historicas representadas
por la serie vectorial {y,] ,siendo el indice k el identificador del “tiempo” en las series de
medidase y, elvectordelos N valores de la realizacion historica del conjunto de sefiales en
el instante k& . El sentido de la expresion “por paso” no es otro que el que expresa la dependencia
en k de las transformaciones x=G|(y, k) ysuinversa y=G(x,k)

En la seccién 3.1 se mostrd como construir  G(., k) para un proceso ergodico uni-variado. La
aproximacion propuesta en esta seccion para el calculo deuna  G(.,k) para un ramillete de series
es tratar cada sefal como si fuese independiente al momento de identificar las transformaciones

G(.,k) y agregar la dependencia en el modelo lineal en espacio gaussiano. El que esa sea una
buena o mala aproximacion a una transformacion G(., k) que permita considerar al proceso de
las N en el espacio transformado como ergodico y gaussiano depende de la dependencia entre
las sefiales. Generalmente, mediante cambios de variables adecuados previos al calculo de las
trasformaciones por sefial es posible tener una buena aproximacion pero hay casos de dependencia
entre las sefiales que no es posible identificar esos cambios de variables y entonces, el método de
buscar las transformaciones “por sefial” no es aplicable.
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Por construccion, al realizar las transformaciones “por sefial”, se asegura que si se observa cada
sefial por separado, el modelo “es bueno” y eso ya es un “marco” de aproximacion al proceso del
conjunto de sefales.
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Dependiendo del proceso al que corresponden las series habré cierto comportamiento estacional
(por ejemplo la radiacion solar sobre un punto de la tierra tiene un comportamiento claramente de
estacionalidad anual) o podria haber también un comportamiento tendencial como el que tienen
tipicamente las series que representan precios en una moneda dada.

Lo primero es detectar las estacionalidades y/o tendencias y quitarlas de las series tratando de
transformarlas en series que puedan estar asociadas a un proceso en estado estacionario. En esta
etapa juega un papel fuete el conocimiento que se tenga del fendmeno asociado al proceso
estocastico. Otra herramienta util puede ser realizar un analisis de la distribucion de potencias en el
espectro de frecuencias para determinar si el mismo tiene potencia concentrada en algunas
frecuencias que estén marcando la existencia de una sefial perioddica. El ejemplo de identificacion de
la radiacién solar es un ejemplo en el que el conocimiento del sistema solar ayuda en intentar
proponer un modelo de la radiacion recibida en plano horizontal por un panel como el producto de
la radiacién solar extraterrestre representada como una sinusoide multiplicada por un indice de
nubosidad.

Sea [y} laserie correspondiente a la sefial i que estd representada por la componente

i-ésima del vector  y, .Formas de transformar las [} para lograr series que por lo menos

parezcan salidas de un proceso ergddico hay muchas y posiblemente es en esta etapa del proceso de
identificacion en que el “investigador” (o sea usted) puede agregar informacion del conocimiento
fisico del proceso.

En término del analisis espectral, para poder identificar una periodicidad, en la practica, la
misma debe ser de frecuencia tal que por lo menos tenga 5 (cinco) ciclos completos en la serie de
datos analizados. Por ejemplo, en el caso de aportes hidraulicos a las represas de Uruguay, se
dispone de 100 afios de aportes medios semanales, con lo cual el limite para identificar un ciclo a
partir del analisis espectral 20 afios. Es decir que ciclos con periodos de repeticion superiores a 20
afnos deberan analizarse por otros métodos.

A los efectos de la identificacion del modelo CEGH, se supone entonces que los
comportamientos tendenciales y/o variaciones de muy baja frecuencias fueron quitados previamente
de las sefiales (en base a conocimiento del fendmeno u otras técnicas) y que se esta trabajando sobre
series que parecen corresponder a un proceso en estado estacionario aunque pueda tener
estacionalidades marcadas. Bajo este supuesto, las funciones G(.,k) tendran la dependencia en
el tiempo k& que permite captar las estacionalidades. Lo tipico es poder describir ciclos de
estacionalidad y para ello podemos especificar el largo del periodo estacional con un pardmetro que
llamaremos NPP ( Numero de Puntos por Periodo) y buscar funciones G(.,k) tal que

G(.,k)=G(.,k+h-NPP) para cualquier entero % .Laidea es que el comportamiento
estadistico tienen una estacionalidad que se repite cada NPP puntos de la serie de datos. Para el
calculo de las NPP funciones G(.,k) de cada sefial, habra que generar NPP histogramas
de amplitudes de la variable para describir la variable segiin el momento dentro del ciclo estacional.
Por ejemplo si el proceso en cuestion es la radiacion solar, y dividimos el afio en cuatro estaciones
podemos construir los histogramas de la radiacion recibida para cada una de las cuatro estaciones.

En la practica, para el analisis de las series, el parametro NPP determina que es suficiente
con crear NPP funciones G(.,k) etiquetablescon k=1,---, NPP .Parala confeccion de
estos histogramas de amplitudes, el largo de la serie de datos se ve dividido por NPP
disponiéndose por lo tanto de menos informacion para la confeccion de cada histograma estacional
que si se construyera un unico histograma. Esta falta de informacién puede llevar a tener una
variacion artificial de los histogramas de un paso a otro dentro del periodo estacional por causa de
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la poblacion reducida de datos con que fueron obtenidos. Para evitar dar un peso exagerado a la
ocurrencia de un valor particular de esa poblacion escasa, es posible considerar que la precision de
un dato dentro del periodo estacional puede ser relativa.

Puesto en palabras y sobre un ejemplo, si en la semana del 17/8/2011 hubo un aporte muy
importante de lluvias a una represa, en la realidad la precision de esa fecha no es informacion
relevante (y se vuelve desinformacion en una poblacidn escasa) y razonablemente se podria decir
que es esa fecha mas menos 2 semanas en cuanto a la relevancia estadistica del dato. Esto lleva a la
definicion de un nuevo parametro NPO que llamaremos numero de pasos de Overlapping o
solapamiento, de forma tal que el dato y;  participe de la formacion de los histogramas de
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amplitudes asociados a los pasos k,=(kmod NPP)+j con j entero tal que
—NPO<j<NPO vy siendo “mod” la operacion residuo.

Si NPO=0 eldato j, tiene peso estadistico en el histograma k,=k mod NPP 'y solo en

ese histograma.
Si NPO=2 eldato j, tiene peso estadistico en el histogramas k,=k mod NPP 'y en los

dos siguientes y en los dos anteriores dentro del periodo estacional.

En el caso del anélisis de las velocidades de viento, surgio6 la necesidad de definir un
comportamiento estacional diario ademas de la estacionalidad anual. En este caso hay un “mini-
ciclo” dentro de un un ciclo. Si las series son horarias, tendremos una estacionalidad de 8760 horas
correspondiente al ciclo anual y unos miniciclos de 24 horas. Para poder definir los miniciclos se
agregaron dos parametros que son NPMC que es el nimero de puntos por minicicloy NPT
que es el numero de puntos de Traslapping. En el ejemplo de la velocidades de viento, una
definicion posible seria NPP=8760,; NPO=3; NPMC=24; NPT =2 lo que implicaria la
generacion de 8760 histogramas en base a la serie de datos, para lo cual cada muestra se considerara
valida en el instante a la que corresponde en las tres horas anteriores y siguientes y ese esquema (de
6 horas) se considera que aporta informacion para el dia al que corresponde el dato (miniciclo del
dato) y en los dos miniciclos siguientes y anteriores. Con esta configuracion, un mismo dato aporta
informaciona (1+2%NPO )*(1+2% NPT) delos NPP histogramas que se crearan. La
seleccion de los pardmetros es un compromiso entre el conocimiento de los procesos fisicos y el
largo de las series de datos disponibles que condiciona la poblacion con que se realizara la
construccion de cada histograma. Si las series son muy largas, no es relevante preocuparse de los
parametros NPO 'y NPT

3.3. Identificacion de sistema lineal a partir de series de entrada y
salida.

En esta seccion se supondra que se trabaja sobre series numéricas que son gaussianas de valor
medio nulo y varianza unitaria. Es decir supondremos que estamos trabajando siempre en el espacio
gaussiano.

Sea (X} la serie del vector salidas del filtro lineal a identificary {Z,] la serie del vector de
entradas conocidas al filtro. Dado la cantidad de retardos N, del filtro (cantidad de retardos a
considerar en su memoria) la ecuacion del filtro que nos proponemos identificar es la siguiente:
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h=N,~1
X = Z Ay X 3 C-Z,+BR,
=0

h
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ec.(14) Modelo del proceso.

Supongamos que se dispone de una serie de medidas {X,} de la salida de un proceso estocdstico
que lo queremos modelar como una caja negra que recibe a su entrada la serie  {Z,} que es
conocida y que se quiere identificar las matrices 4, , B y C que mejor modelen la
relacion entre las entradas y las salidas siendo {R,] una serie de ruidos desconocidos. El modelo
se identificard para minimizar la varianza de {R,}

Suponemos que las series {X,] y {Z,] son gaussianasy de varianza unidad y que
corresponden a un proceso erogodico y estacionario.

Se supone que {R,] y [X,} sonindependientes. Esto es por la “no anticipaciéon” del proceso.
El ruido que “ataca” en el instante &k  sdlo puede tener efectos desde ese instante en adelante.

La ecuacion 15 puede escribirse aplicada sobre las series resultando en la ecuacion 15 a
continuacion.

h=N, ec.(15) Modelo aplicado a las series.

(X,)= Z Ap (X, )+ O Y+ BAR,)

La ecuacion 15 puede escribirse de forma de dejar explicita una matriz con las matrices A4, y
C agrupadas como se muestra .a continuacion:

[Xk ,0} ec.(16) Modelo matricial.

{Xk+1}:[Ao’Al""’AN,—pC]' : +B’{Rk}

La solucién de minimos cuadrados que reduce el error de prediccion  B-{R,] es la solucion del

sistema: (X | (X o) (X |
[Xk—l} {Xk—l} [Xk—l}
(X % : :[AO’AI"“’AN,_—I)C]' : : :
{ka[N,fl)} {ka(N,,fl]} {ka(N,fl]}
(2] ozl ||z

Que puede escribirse como: [Rxx(l),Rxx(z),---,Rxx(Nr),sz(lj]:[Ao, Ay, Ay, ClM

En donde la matriz de correlaciones R_(j) deretardo j , entre las series de vectores {Z,]

y [X,] se define como: ‘
¢ sz(]):<[zk}{Xk7]}T>N
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y
[ R.[0) R,[1] R.N~1) R0 ]
R [1] R.[0] R.N,~2] R.[1
M= : : : :
R.(N,—1] R.(N.-2| R.(0]  R.[N.-1)
.0 R_[1 R[N .~1]  R_[0]
Resolviendo

AO: AI P AN,_—] B C]:[Rxx(l): Rxx(z): ) Rxx(Nr>J ny( 1 )]'M_l
Para calcular B multiplicamos ambos lados de la ecuacion 16 por su transpuesto y tomamos el
valor esperado obteniendo:

(X[ X240, 4y, Ay, C]M[ 4y, 4,4, C|'+BB’
En dénde se ha usado que <{Rk}{Rk}T>=1
Despejando BB’ se tiene:
BB'=((X, } (X)) [4y.A4,,.... Ay _,,C|M ][4y, 4,,....4,_,,C] ec.(17)

Para el calculo de B a partir del conocimiento de  BR” se puede utilizar la descomposicion
de Cholesky si BRT es definida positiva. En el caso en que sea semi-definida positiva, es posible
calcular B aplicando SVD (Singular Value Descomposicion).

3.4.Incorporacioén de pronosticos a partir de sesgos y atenuadores.

La ecuacion 15 representa la parte lineal en el espacio gaussiano de un sintetizador CEGH de
SimSEE. Como ya se describid, ese modelo lineal es obtenido mediante un proceso de
identificacion. Este tipo de identificacion captura el comportamiento estadistico de las series de
entrada reduciendo el error de prondstico cuando la tnica informacion que se utiliza para
pronosticar es la contenida en el pasado de las propias series de datos. En las aplicaciones reales, se
utiliza mas informacién para realizar el pronostico de la evolucion de las variables de interés que
aquella contenida en la realizacion histérica de las propias variables.

A modo de ejemplo, para el prondstico de los aportes de los siguientes 10 dias a las represas se
utiliza informacion para evaluar las probabilidades de lluvias y sus volimenes estimados en las
cuencas basadas por ejemplo en iméagenes satelitales informacion que no esta en las series
histéricas. Generalmente, esta informacion adicional es util en el corto plazo luego del cual el
proceso se rige por la estadistica de las series historicas.

Si nos imaginamos la salida de un proceso estocastico con dinamica como un cono del futuro
posible, el conocimiento de informacion adicional tiene valor, si permite “afinar” el cono de la
evolucion futura de una variable reduciendo su apertura y posiblemente sesgando su guia. En la
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fig.4 se muestra lo que podria ser el cono de las trayectorias de una variable x(t) a partir de su
valor conocido en el instante ¢=¢, en el vértice del cono. En la figura se muestra un cono rojo
que contendra las realizaciones que generara el modelo CEGH si no se dispone informacion
adicional para el prondstico. En la misma figura en color naranja se muestra como podria verse
modificado el cono que contiene las realizaciones futuras si se dispone de mas informacion. La
curva celeste dibujada en el centro del cono naranja es lo que llamamos “la guia del cono” y es la
trayectoria de probabilidad de excedencia 50%. Es decir que dada una realizacion x(t)
sintetizada por el modelo CEGH, para cada tiempo ¢ el valor de x(t) tiene igual probabilidad
de estar por encima que por debajo de la guia.
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Fig. 4: Conos de dinamica con y sin pronosticos de corto plazo.

a) Implementacién en los modelos CEGH.

Para la introduccion de la informacion de los pronoésticos se agrego6 en los modelos CEGH la
posibilidad de especificar una serie de sesgos {S,| y de factores de apertura {P,] que actiian
como se muestra en la ec. 18 a los efectos de cambiar el cono de la dinamica de acuerdo a la
informacion disponible de corto plazo (el prondstico).

h=N,-1 ec.(18) Modelo de proceso con
X, = Z Ay X, ,+CY, +S,+P,BR, sesgos y factores de aperturagel
h=0 ruido.

Donde:

e elvector {X,] representa el estado de las salidas sintetizador en el espacio gaussiano.
* Lasmatrices A4, forman el filtro recursivo que aporta la informacion del pasado del
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estado de las salidas, que tienen influencia en la determinacion de la siguiente salida.
Las matrices C y B son las matrices que multiplican las entradas deterministas Y,
y las aleatorias R,
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* Elestado del filtro lineal esta dado por el conjunto de vectores | X,, X, ,,---, X k—(N~1]

que es necesario conocer, ademas de las entradas Y, y R, parapoder calcular
Xk+l

* El vector de entradas aleatorias R, es un vector de ruidos blancos independientes con
distribucion normal. La transformacion lineal B transforma el vector R, en otro
vector del mismo espacio que el del vector de estado X, . Esta transformacion tiene el
efecto de “mezclar” los canales de ruido. Por ejemplo en el caso de los aportes a las represas
capta comportamientos tales como el que si dos represas estan cercanas, hay cierta
probabilidad de que cuando llueve en la cuenca de una también suceda en la de la otra.

* Lasmatrices P, ,son matrices diagonales con “factores de apertura” por canal.
Multiplican las salidas de los canales de ruido ( resultantes de la mezcla realizada por B )
por un “factor de apertura” que permite regular el nivel de ruido y controlar por tanto la
apertura del cono de prondsticos a la salida del sintetizador. Si esos valores se mantienen en
CERO no se inyecta ruido y por lo tanto la salida del sintetizador es deterministica. Cada
sefial de apertura permite ir de una situacion deterministica (apertura = 0 ) a la situacion de
maxima apertura (apertura=1) en cada canal de ruido en forma independiente.

* Laserie de vectores S, , es la serie de vectores de sesgos que permite sesgar la salida del
filtro lineal. Cambiando la guia del cono de cada canal.

La forma de introducir la informacion de los pronoésticos es entonces suministrando la serie de
vectores de sesgos {S,] y la serie de matrices de apertura { P, ]

b) Determinacion de los sesgos a partir del pronéstico.

En la practica, dado un punto de partida de una simulacion en el presente, existen “prondsticos” que
permiten reducir la varianza en lo inmediato de lo que es esperable de un proceso estocéstico
respecto a lo que daria la salida del CEGH si nos limitaramos a fijar el estado inicial y simplemente
simuldaramos suponiendo S,=0 y P,=/ enlaec. 18.

La informacioén de los pronoésticos viene dada generalmente por una especificacion del cono de
la dindmica de las variables que es esperable se verifique en el futuro inmediato. Parte de ese cono
puede coincidir con el cono de la dindmica “sin prondsticos”. La diferencia es en definitiva la
informacion agregada por el prondstico sobre la dindmica del proceso contenida en la informacion
historica de sus realizaciones.

Para fijar ideas, para la Programacion Semanal (actividad que se realiza una vez por semana
para programar el despacho de las diferentes centrales de generacion de acuerdo a los recursos
disponibles para la siguiente semana) es fundamental disponer de cierto prondstico de cuales seran
los caudales de aportes hidraulicos a las represas. En la actualidad (2012) existen medidas y
modelos de prevision que brindan buenos pronosticos para los siguientes 7 dias y con mas error
hasta unos 15 dias. Esos pronosticos se expresan con curvas como las que se muestran en la fig.5 en
la que se muestra el cono de aportes esperados para los siguientes veinte dias en la central
hidroeléctrica de Salto Grande. La guia del cono corresponde a la probabilidad 50% y los laterales
inferior y superior a las probabilidades de excedencia de 95% y 5% respectivamente.
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Fig. 5: Ejemlo de prondstico de aportes a Salto Grande.

gaussiano cada componente del vector R,
50% de valores de un lado y del otro es el CERO. Igualmente el vector
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Dada la guia de probabilidad 50%
en el espacio real, mostraremos ahora
como a partir de la ec.18 es posible
obtener el los sesgos {S,] aaplicar

en el espacio gaussiano.

El primer paso es pasar la GUIA del
espacio real al espacio gaussiano.
Para eso basta con utilizar las
transformaciones no lineales del
modelo CEGH. llamemos ¥«
GUIA de probabilidad 50% en el
espacio gaussiano. Ahora hay que
calcularlos §, paraque

prob(Xk>yk)= 0.5
Observar que en el espacio

ala

tiene distribucion normal por lo que el punto que deja

BR, estambién un

conjunto de fuentes aleatorias gaussianas de valor esperado nulo por ser combinacion lineal de
gaussianas de valor esperado nulo. En cada fila de la ecuacion matricial ec.18 se esta calculando el

valor siguiente de las componentes del estado

filtro) y de los valores deterministicos Y,

Es asi que el aporte de

BR,

X anpartir de los valores anteriores (estado del

puede verse como la componente ruidosa alrededor de la

proyeccion deterministica del estado. Si anulamos esa componente ruidosa, como es simétrica se
tiene que la proyeccion deterministica del estado corresponde a la trayectoria de 50% de

probabilidad.

Si partimos de k=0 como punto vértice del cono, tendremos que en ese punto el estado es

conocido asi como las entradas deterministicas Y,
deterministica del estado en k=1
calculado para que el vector X,

Despejando se tiene:

h=N,—1
X,= D A, X, ,+C-Y +S,

h=0

h=N,-1

S,=X,— ;Z A, X, ,+C-Y,
h=0

paso k se puede escribir:

h=N,—1

=X~ Z Ay X, +CY,
h=0

y podemos calcular por tanto la proyeccion
como se muestra en la ec.19. Donde el valor §, debe ser
coincida con el valor de las guias de probabilidad 50% "1

ec.(19) Proyeccion deterministica
del primer paso.

y aplicando el mismo razonamiento para el

ec.(20) Calculo de los vectores de
sesgos para seguir la guia.

En el editor de SImSEE el formulario que permite editar los parametros de las instancias de
modelos CEGH tiene la facilidad de introduccién de prondsticos. La fig. 6 muestra el panel para
ingreso de prondsticos del formulario de edicion de pardmetros de una instancia CEGH en SImSEE
para un ejemplo en el que el CEGH tiene tres “canales” (o salidas) correspondientes a los aportes
medios semanales de caudales a las represas de Bonete, Palmar y Salto. El formulario tiene la
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posibilidad de incluir un pronostico deterministico (Columna ““valores iniciales y guia del
pronostico en la fig. 6), especificando los valores en el espacio real de la guia del cono. También se
puede seleccionar el Nimero de Pasos de Control del Cono (NPCC) en que esos valores
determinismos deben ser considerados para la generacion de sesgos, el Numero de Pasos de
Liberacion del Cono (NPLC) en que el sesgo pasara del valor en que haya quedado en el tltimo
paso de control a cero. Para controlar la apertura del cono se incluyeron dos pardmetros, Numero de
Pasos Sin Apertura (NPSA) y Numero de Pasos de Apertura el Cono (NPAC). El parametro NPSA
corresponde al niimero de pasos desde el inicio en que se considerara que la guia es deterministica y
por tanto los factores de apartura del cono son nulos. Transcurridos los NPSA pasos con factores de
apertura nulos, el parametro NPAC regula la cantidad de pasos en que los factores de apertura
pasaran de 0 (Cero) a 1.
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—Walores Iniciales para Simulacidn [por pazo de sortea) v conos de PROMOSTICOS:

guia del pre 0. |MPCC [MPLC | MPSA | MPAC | pelp.u.] [ MRet.

Banete 100.0; 80.0; £0.0; 50.0 | 05 ] Calibrar Cono |

Palmarl 59.0; 40.0;30.0; 10.0 |_2 |_4 |_3 |_4 m ; Mimero de pasos & graficar I
aatoll 3500.0; 3150.0; 2900.0; 2500.0; 2400.0; 2300.0: 22000 | [ 6| [ 1 [ 6| [ 1|[ a5 1

Fig. 6: Panel de introduccion de pronosticos en modelo CEGH de SimSEE.

La misma interface permite generar los sesgos y los factores de aperturas a partir de los valores
iniciales, la guia de prondsticos los valores Palmar
NPCC, NPAC, NPSA y NPLC de cada VE Guia pe 5% pe S0% pe 95%
canal mediante la aplicaciéon de laec. 20y  ©°
las definiciones antes dadas a los
parametros. 00
Presionar el boton “Calibrar Cono”, se
realizan los calculos y como verificacion se
realiza una simulacion de 100 realizaciones
y se grafica para cada canal un grafico
como el que se muestra en la fig. 6 para el
canal Palmar. En la grafica se puede
apreciar, el vértice del cono (a la izquierda)

partiendo del valor inicial  59.07%/ S 0z ¥ B 2 &5 &5 2 @2 #
seguido por tres valores sin dispersion ) ‘ PasoT
(dado que NPSA=3 ). De estos tres Fig. 7: Ejemplo de prondstico de aportes a Palmar

valores, los dos primeros son  40.0m°/s ¥ 30.0m’/s obligados por ser los valores
especificados para la guia y el parametro NPCC =2 . Del quinto valor en adelante (es decir
pasado el primero que es el valor inicial y los siguientes 3 sin apertura del cono) comienza a
aparecer el ruido y por eso el cono de prondstico se abre. En la figura se muestran en el centro del
cono la trayectoria de probabilidad 50% y la trayectoria del valor esperado. La inferior corresponde
a aquella que tiene valores inferiores con probabilidad 5% y la curva superior corresponde a la que

tiene valores superiores con probabilidad 5%. Entre la curva inferior y superior definen “el cono” de
probabilidad 90%.
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4. Reduccion de la dimension del estado de modelos CEGH
en la Programaciéon Dinamica Estocastica.

Ruben Chaer — Julio 2013

4.1.Introduccion.
Los modelos CEGH (Correlaciones en Espacio Gaussiano con Histograma) son utilizados
intensivamente en la plataforma SimSEE para el modelado de los procesos estocasticos.

En pocas palabras, el modelado CEGH implica primero identificar el modelo a partir de un
conjunto de series historicas de valores del vector de variables de interés. Por ejemplo, si el proceso
a modelar son los aportes a las represas de Bonete, Palmar y Salto Grande, el vector de valores
tendra dimension 3 y la serie historica de ese vector podra ser por ejemplo los aportes medios
semanales expresados en m’/s a las tres represas. Sea [Y k} la serie de vectores que

representan los valores histéricos. En el modelado CEGH, se identifica una transformacion del
espacio de los valores reales a un espacio transformado en que las series “se parecen” a series
gaussianas en estado estacionario. A los efectos de introducir la notacion, identifiquemos esta
transformacion como:

x,=TNL(y,, k) ec.(21) Transformacion al espacio

n gaussiano.
Xi, ViER

A partir de las series {xk} (que se supone representan un proceso gaussiano conjunto y que
cada componente del vector por separado es una gaussiana con valor esperado nulo y varianza
unidad) se identifica un filtro lineal de forma que dicho filtro, cuando es alimentado por fuentes de
ruido blanco gaussiano genera en su salida un vector que reproduce las matrices de covarianza

t t t
<xk xk> ’<xk xk—1> ) "'<xk xk—n,.>

La estructura del filtro lineal identificado puede ser cualquiera. En particular, la herramienta
AnalisisSerial [???] que forma parte de la plataforma SimSEE identifica una filtro lineal recursivo
puro con el formato:

h=n—1 ec.(22) Estructura del filtro lineal
Xp1 = Z A,_,.x_,*B.r, identificado por la herramienta
h=0 AnadlisisSerial.

Al reproducir las matrices de covarianza para diferentes retardos 0,1,...,n. el modelo asi

7

identificado tiene para el conjunto de variables aleatorias dado por las componentes del vector

—| Xr—1 : : .
z= cuya matriz de covarianzas se pude calcular como:
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/ / ; ec.(23) Matriz de covarianzas del
<xkxk> <xkxk—l> <xkxk—n> proceso conjunto de los vectores
t t t
S= <xk lxk> <xk71xk 1> <xk 1xkﬂz>

X

b

z=| Ykt

t t [ ceee
Xi—n Xk Xie—n Xk=1) -+ \Xk—n Xk—n,

xk—n,,

Dada la matriz de covarianza de un proceso gaussiano conjunto, la funcion de densidad de
probablidad se puede calcular como:

,%( s ec.(24) Funcion densidad de
D, (Z ) =e probabilidad del proceso conjunto Z

Observar que bajo el supuesto de que existe la 7NL de la ec. 21 el sistema lineal identificado
en el espacio gaussiano, puede tedricamente sintetizar series que tienen la misma funcion densidad
de probabilidad que el proceso usado para la identificacion. Por lo tanto, las series sintetizadas
cumplen cualquier medida de probabilidad que se realice con la integral sobre el espacio del
proceso usando como ponderadorla  p_(z) .Comola TNL dela ec. 2l es invertible y
transforma todo volumen compacto del espacio original en un volumen compacto del espacio
gaussiano; es posible calcular la funcion de densidad de probabilidad del proceso en el espacio
original a partir de  p_(z) multiplicando dicha funcion por el jacobiano de TNL™

Hasta aqui se realizé un resumen de los fundamentos de los modelos CEGH. A los efectos de la
consideracion de un modelo CEGH en un algoritmo de Programacién Dindmica Estocastica (PDE),
es necesario representar la funcion de Costo Futuro (CF) (también conocida como funcion de
Bellman) definida de el espacio de estados del sistema incluyendo los procesos estocasticos en los
reales. El CEGH con filtro lineal como el de 22 tiene un estado de dimension igual a la dimension
de x por lacantidad de retardos 7, que se consideren. Como es sabido los algoritmos de PDE
sufren de “La Maldicion de la Dimensionalidad de Bellman™ [??] qué basicamente se trata de la
explosién combinatoria que implica el producto cartesiano de las discretizaciones que se consideren
sobre cada dimension del espacio de estado. Para fijar ideas, si se tiene un sistema con un vector de
estadoen x€R’ y pararepresentar la funcion CF(x): R°> R se fijan los rangos de variacion
de cada componente de x y se discretiza cada rango en 10 puntos, se tendra que el total de
puntos sobre los que hay que calcular CF(x) es 10° . Por este motivo, para poder llevar a cabo
la PDE, en muchas ocasiones se recurre a simplificar la representacion del estado del sistema. Claro
esta que dicha simplificacion siempre significa pérdida de informacion y por lo tanto el resultado
sera una funcién CF(x) con menos informacion. Dado que el gradiente de  V _CF (x)
contiene la informacién de la Politica de Operacion Optima del sistema, la pérdida de informacion
se traduce en la obtencion de una politica sub-6ptima.

En este trabajo, se analiza como impacta sobre los modelos CEGH optar por reducir la
dimension del espacio de estado del filtro lineal y como considerar en la PDE dicha pérdida de
informacion.
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4.2. Reduccion del espacio de estados en el espacio gaussiano de un
modelo CEGH.
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El filtro lineal de la ec. 22 puede escribirse como un filtro recursivo de orden 1 como se muestra
en la ec. 25

Zp= A. zZ,t B. 7, ec.(25) Sistema lieneal de orden 1.

Donde las matrices 4 y B son calculables facilmente a partir de las matrices 4, y B
de la ec. 22.

Entonces, sin pérdida de generalidad es posible trabajar sobre la estructura de filtro lineal de la
ec. 25.

Para la representacion del filtro lineal en el algoritmo de Programacion Dindmica Estocastica, se
decide utilizar una “reduccion” del espacio de estado dada por una transformaciéon y=M,z . Por

simplicidad supondremos que las filas de esa matriz tiene filas ortogonales. Si z€R" y yeR”
la operacion de reduccion implica que m<n

En principio, si se quiere tener una transformacion de “amplificacion” M, se tendria que
cumplir que si se aplica la amplificacion sobre un punto y€R"” se obtenga un punto z€R" tal
que si luego se aplica la transformacion reductora M, sobre =z se vuelva a obtener el punto

vy . Por lo tanto se debe cumplir la realacion de la ec. 26.

M, .M, =1 ec.(26) La cadena de Amplificacion
y Reduccion tiene que ser la
identidad.

Si se supone que las filas de M, son ortonormales, M ,=M' es solucion de la ec. 26.

7

Por otro lado, por facilidad de la representacion de las probabilidades en el espacio de estado, es
deseable que las componentes del vector de estado reducido tengan varianza unidad (esto es

<( y’}c)2>= 1;i=1..m ,siendo y' lacomponente i-ésima del vector y ). Esto simplifica la
especificacion de los estados como “bandas de probabilidad”. Para lograr este objetivo, hay que
escalar las filas de M, para que la matriz de covarianzas < V. y’> tenga unos en la diagonal.

< y.yt>: M < 2 Zt> M ec.(27) Matriz de covarianzas del
g ! vector de espacio reducidos.

Para lograr cumplir con la ec. 26 y que la matriz < V. y’> definida como en la ec. 27 tenga 1s
(unos) en su diagonal, dada una Propuesta de Transformacion Reductora M, de filas

ortonormales y la matriz de covarianzas <z.zt> procedemos de la siguiente forma:
1) Calculamos < y.y’>:M r<z.zt>A;I ' yllamamos C7C>...C. los elementos de su diagonal.
2) Calculamos M, dividiendo las filas de M , porlos valores C,C,..C, como se
expresa en la ec. 28. 5
3) Calculamos una Propuesta de Transformacion Amplificadora como M ,=M' que por ser
M . ortonormal se asegura el cumplimiento de la ec. 26.

4) Por ultimo, para mantener el cumplimiento de la ec. 26 calculamos M, escalando las

a
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columnas de M, con los multiplicadores €, g, ..C, como se muestraen la ec. 29

a
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" | ! ec.(28) Esclamiento de la propuesta
— 0 .. 0 de transformcion reductora para
g asegurar varianza unitaria de las
_ 1 v componentes del vector de estado
M,=| 0 C_z 0|M, reducido.
1
0 O =
G
u u
ec.(29) Escalamiento de la propuesta
g, 0 .. 0 lento d
N de transforamcion aplificadora para
M,=M,.| 0 Cz 0 mantener el equilibrio de la ec. 26
0 0 C

4.3. Transformacién Amplificadora en el espacio gaussiano de un
modelo CEGH.

En la seccion 4.2 se mostro las caracteristicas deseables que debieran tener las transformaciones
de reduccion de la dimension del estado M, y de amplificacion de la dimension del estado
M

a

La reduccion del espacio de estado, es usado durante el algoritmo de Programacion Dindmica
Estocéstica (PDE) para reducir la dimension del espacio de estado (espacio sobre el que se calcula
la funciéon de Costo Futuro (CF) ) como forma de disminuir el impacto de la Maldicion de la
Dimencionalidad de Bellman. En la ejecucién del algoritmo de PDE, se realiza un recorrido de las
etapas temporales (pasos de tiempo) en reversa en el tiempo (desde el tltimo paso de tiempo al
primero) y para cada paso de tiempo se realiza un “barrido” de todos los puntos de la discretizacion
del espacio de estado sobre el que se quiere calcular la funcion CF. Es precisamente ese conjunto de
puntos que se obtiene por el producto cartesiano de las discretizaciones sobre cada dimension del
espacio de estado que produce una de las explosiones combinatorias que da lugar a la Maldicion de
Bellman.

Al trabajar con un estado reducido y€R™ en un espacio de menor dimension que el original,
se estara “perdiendo informacion” respecto al estado real del sistema. Hay un conjunto de puntos
del espacio sin reducir que transformados por M, danel mismo y por lotanto dadoun y

es imprecisa la posicion del sistema en el espacio original.

Un problema de optimizacion adicional es determinar la transformacion M, quellevaala
menor pérdida de informacion relevante para el operador. Este problema de optimizacion NO es
objeto de este trabajo. En este trabajo se supone que la transformacion reductora es dada y a lo
sumo se recomienda escalar las filas de la matriz para que cada variable por separado tenga varianza
unidad en el espacio reducido con el solo propdsito de facilitar la descripcion de las variables.

Durante la resolucion del algoritmo de PDE, al calcular el minimo entre el costo de la etapa,
partiendo de un estado reducido y dado, maés el costo futuro del estado y' alcanzado al final
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de la etapa, es necesario para poder utilizar el modelo del sistema (ecuaciones que representan las
restricciones incluyendo la dinamica) asignar un valor del estado no reducido del sistema. Dado que
hay muchos valores posibles de ese estado que corresponden al estado reducido y , se tiene que
la reduccion de estado, agrega al algoritmo una incertidumbre sobre el estado. En el caso de la
implementacion propuesta para SImSEE, esta incertidumbre se refleja mediante la suma de ruido
sobre el valor z=M ,.y en la forma que muestra la ec.
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z=M ,.y+B, w, ec.(30) Inyeccion de Ruido en la
transformacion de amplificacion de
la dimension del estado.

El principal objetivo de este trabajo es el célculo de la matriz B, de la ec. 30 de forma tal que
se logre el efecto de reproducir la matriz de covarianzas (z.z')/y del vector de estado conocido
el valor del vector de estado reducido y

Si no se conociera el vector de estado reducido y el vector de estado z tiene una matriz de
covarianzas (z.z') conocida que se puede calcular a partir de las matrices del filtro lineal 25.

Expresando la covarianza de ambos lado de la ec. 25 podemos escribir:

(Zpar-Zpw )=A 2.2, ). A" +B (1.1, ). B ec.(31) Caleulando la matriz de
covarianzas del estado Z

Teniendo en cuenta que el proceso es ergodico, se puede escribir:
<Zk+l - '>=<zk .z ’>=<z.z ') . Ademas, por construccion 7, es una serie de vectores de

ruidos blancos independientes por lo que <r P '>=I . Utilizando estas relaciones en la ec. 31 se

obtiene la ec. 32.

<Z,Z ’>:,_4 . <Z Lz ’>;1 '+B.B' ec.(32) Sistema que determina la
matriz de covarianzas de z en
funcion de las matrices del filtro.r

Para resolver el sistema de la ec. 32 se observa que es un sistema lineal en (z.z') y que se
puede expresar como un sistema lineal invertible vectorizando (creando vectores con las columnas
concatenadas de las matrices) ambos lados de la ecpresion y teniendo en cuenta que el vectorizado
del producto de tres matrices cumple: vect(A4.X .B)=Kron(B', 4).vec(X) doénde la operacion
“vec” corresponde a crear un vector a partir de una matriz concatenando sus columnas y la
operacion “Kron” es el Producto de Kronecker. (ver. Petersen & Pedersen, The Matrix Cookbook,
Version: November 14, 2008, Page 60 ).

<Z z r>: reshape((l —Kron (;1 ) Z)>*1 vec (B B r)) , ec.(33) Matriz de covarianze.ls del
donde la operacion “reshape” es la inversa de la operacion “vec”. estado del filtro lienal.

Si hubiera que adivinar la posicion del sistema de la ec. 25 sin ninguna informacion disponible,
se podria representar el estado como: z=H.w siendo H cualquier matriz que cumpla
H.H'=(z.z') y w un vector de ruidos blancos gaussianos normales.
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Observar que dada cualquier matriz ortonormal F ,secumple H.F.F'.H'=(z.z')
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Utilizando esta representacion del vector de estado y la descomposicion de la ec. 30 se puede
escribir:

z=M ,.y+B, w,=H.F.w ec.(34)

Multiplicando la ec. 34 por la matriz reductora M, se puede escribir:

M, .z=M M,.y+M B, w,=M, . H.F.w ec.(35)

Como Mr,.z=y y Mr,.M_ =1 enleec.35sedeberda cumplirque M,.B,.w,=0 y
y=M,H.F.w

Para lograr calcular B, consistente con estas igualdades, se observa que las columnas de la
matriz M,.H expanden el espacio R" del estado reducido y .Como lamatriz M, .H
tiene por construccion m filasy n columnas con m<n ,latransformacion M, .H tiene
rango m y el nucleo de la transformacion M .. H tiene dimension n—m

Si identificamos una base ortonormal F', delnicleode M ,.H y una base ortonormal

F, del subespacio ortogonal al nticleo, y construimos la matriz F cuyas primeras n—m
columnas son las de F', y las siguientes m columnas sonlasde F, y separamos el vector

w delaec.35enel vector w, con las primeras n—m componentesde w y el vector

w, con las siguientes m componentesde w ,como lamatriz F asi construida es
ortonormal, se puede reescribir la ec. 35 como:

w ec.(36)
M,.z=M, M, y+M B, .w,=M, H.|F,F,|l"
Wy
Y operando se puede escribir:
M, z=M M, y+M B, w=M, H.F, w+M_ H.F,.w, ec.(37)
La ec. 37 se puede descomponer en las ec. 38 y ec. 39
y=M,H.F, w, ec.(38)
O0=M,.B,w=M, H.F,w, ec.(39)

De la ec. 39 se obtiene una matriz B,=H .F', que es compatible con representar el estado por
el modelo de la ec. 34.
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